第五章 循环码
1、 循环码的数学概念
· 循环码：若线性码C = [n,k]满足(（c0, c1, ..., cn-2, cn-1）( C: （cn-1, c0, c1, ..., cn-2）( C, 则称为循环码。数学上, 码字循环是码多项式乘x (左循环)或 x -1 (右循环) 取模xn-1的余式. 循环码的数学定义是模xn-1剩余类环中由一个n-k次首一多项式g(x)生成的主理想（定理1,2）. 可证（定理3）, g(x)| xn-1; 反过来, 由xn-1的任一r次因式生成的模xn-1剩余类环的主理想必是一个[n, n-r]循环码. 
循环码之所以重要，是因为只要找到仅对某位进行操作(如大数逻辑译码)的方法，就可以通过循环移位实现对所有的位进行操作。注意:

1) 
循环码的码字多项式是g(x)的倍式摸xn-1的余式, 实际上是码字多项式g(x)循环移位的线性组合.





2) 
循环码有可能有多个循环模式(至少有g (x) 和 0 两个), 如下图是由g(x)=x3 +x2+1生成的循环码.

二、循环码的校验矩阵H和生成矩阵G
由于g(x), x g(x), ..., xk-1 g(x)是k个线性无关的码字, 所以生成矩阵G为
G = 
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设xn-1=g(x)h(x), h(x) = 
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称为码校验多项式, 其反多项式h*(x) = 
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H= 
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可证HGT=0, 所以(2)确定的H是校验矩阵。
(1)式和(2)式确定G的H不是标准形式。系统码的码字应有C(x)=m(x)xn-k+r(x)的形式，其中m(x)是信息多项式，r(x)是监督多项式. 因为C (x) = m(x)xn-k+r(x)(0 (mod g(x))，所以r(x) ( - m(x)xn-k (mod g(x))，取mi(x)=xk-i (i=1,2,...,k), 可得相应的监督多项式ri(x)( - mi(x)xn-k (xk-i xn-k( xn-i (mod g(x)) (i=1,2,...,k), 从而可求得构成系统码生成矩阵的k个码字，Ci (x) = mi (x)xn-k+ri (x) (i=1,2,...,k)，因此G的标准形式为
G = 
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, 其中，ri(x) ( - xn-i (mod g(x)) (i=1,2,...,k)。
由G的标准形式可轻易求出H的标准形式.

三、xn-1的因式分解
由上面的分析可知, 要构造一个Fq上[n, k]循环码, 关键是要找到生成多项式g(x), 而g(x)是xn-1的n-k次因式. 因此对xn-1的因式分解是构造循环码的关键问题.

· 当n = qm-1

从第四章可知，
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在Fq的扩展域
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上的元素分成不同的共轭根系(设为s个), 设第k个共轭根系的共轭根为: wk, wkq, 
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= wk 最小的正整数(如果q为素数, n 为wk 的阶, l为q对模n的方次数), 则含这个共轭根系的因子的乘积(x- wk) (x- wkq ) (x-
[image: image15.wmf]2

q

k

w

)...(x-
[image: image16.wmf]1

-

l

q

k

w

)是Fq上的l次素多项式mk(x) ( mk(x)是 wk, wkq, 
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的最小多项式), 因此
[image: image19.wmf]1

1

-

-

m

p

x

=
[image: image20.wmf]Õ

=

s

k

k

x

m

1

)

(

.

特别地, 当n = 2m-1, n -k =m (g(x)的次数为m)时, 可查表求
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上的m次本原多项式p(x), 由第四章定理20(课本定理4.6.7, p144)可知, p(x)|xn-1, 可以证明(参看华工出版社R.E. Blahut 《差错控制码的理论与实践》，p.85), 由p(x)生成的循环码d=3, 因此是一个汉明码.

· 当n( qm-1, 但n |qm-1, 可在
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中找阶为n的元素(, 则(生成的n阶循环群含有xn-1=0的全部根.

四、在扩展域中描述和构造循环码
在扩展域中研究问题往往可以帮助理解问题和简化问题的复杂性, 在扩展域中描述和构造循环码最简单的例子是把
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的所有非0元素组成矩阵[( (2 ... 
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]然后把每一元素转化为F2上的m重从而可得F2上的矩阵,它是[2m-1, 2m-1-m,3]汉明码的校验矩阵.

· Fq上的循环码的生成多项式g(x)在最小分裂域
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​上的根为(1, (2, ... , (n-k (设g(x)在
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​上无重根, 其充要条件是(n, q)=1), 则F​q上n维矢重C是码字多项式的充要条件是HCT=0, 其中, H=
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(计算在
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上进行), 设H中的(jt (j = 1, ..., n-k, t=1, ..., n)的多项式表示为
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, 用Fq上的m重 ((m-1(m-2... ()T代替(jt, 则H化为Fq的矩阵H( , 但尚不是监督矩阵, 因为H(内可能含有线性相关的行. 可证, 同一共轭根系分裂出的行之间是线性相关的, 所以, 同一共轭根系的共轭根中, 只保留其中之一即可. 这样处理后的矩阵仍可能有线性相关的行(如全0行), 去掉后得到的n-k(n矩阵就是监督矩阵.
五、缩短循环码
· 缩短循环码是在循环码[n, k]去掉i位信息位得到的[n-i,k-i]码, 技术上, 去掉的i位信息位可看作是0. 这样缩短循环码可认为是循环码的子集, 从而可利用循环码的编译码电路. 几何上, 缩短循环码[n-i,k-i]是循环码[n, k]的码空间与n-i维超平面的交集, 所以码的最小距离不会缩小, 纠错能力不会下降.

· 缩短循环码的生成矩阵和监督矩阵
缩短循环码[n-i,k-i]的生成矩阵G(是循环码[n, k]的生成矩阵G去掉前i行和前i列而成; 而缩短循环码[n-i,k-i]的监督矩阵H(是循环码[n, k]的监督矩阵H去掉前i列而成.

六、循环码的编码电路
Fq上的循环码的编码电路是如何从信息多项式m(x),生成码多项式C(x), 因此编码电路不是构成整个码空间, 而是对应于信息多项式的qk个码字.

· 基于g(x)的n-k级编码器
1. 
非系统码: 乘g(x)电路
原理: 
C(x)( m(x)g(x) (mod xn-1), 若((m(x)(,k, 则C(x) = m(x)g(x). 因此可把m(x)作为信息多项式, 这样,编码电路实际上是一个乘g(x)电路.
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2.
系统码: 除g(x)电路
原理: 
C(x)( m(x)xn-k+r(x) ( 0 (mod g(x)) ( r(x) ( - m(x)xn-k (mod g(x)). 因此可先把m(x)移动n-k位得m(x)xn-k然后除-g(x)取余, 再加上m(x)xn-k
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· 基于h(x)的k级编码器
原理: 
 因g(x)为首一多项式, h(x)=(xn-1)/g(x)亦为首一多项式, 由(1)式可得
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因此有
cn-k-1 = -( h0 cn-1+ h 1cn-2+...+ h k-1cn-k) , 
即由信息位cn-1... cn-k求出第一个校验位cn-k-1
cn-k-2 = -( h0 cn-2+ h 1cn-3+...+ h k-1cn-k-1) , 
即由信息位cn-2... cn-k及第一个校验位cn-k-1求出第二个校验位cn-k-1

... ...
... ....


c0 = -( h0 ck+ h 1ck-1+...+ h k-1c1), 
即由ck... c1及(有可能是信息位也有可能是校验位)求最后一个校验位c0
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